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Allen-Cahn方程式の
さまざまな進行波解をつかまえる∗

二宮 広和 (龍谷大学 理工学部)

1 はじめに
拡散現象のようなエネルギーの散逸を伴う現象においては，エネルギーの散逸によっ
て伝播する過程で形が崩れてしまう．熱（拡散）方程式

∂u

∂t
=

∂2u

∂x2
(1.1)

を考えよう．初期値として，u(x, 0) = sin xをとると，解は u(x, t) = e−t sin xとなり，
だんだんと平坦になってしまう．そのため，一定の形で波が伝わっていくためには，形
状と拡散の釣り合いが重要となる．例えば，(1.1)には

u(x, t) = e−c(±x−ct)

という解が存在する．これは，エネルギーの散逸とそれに見合うエネルギーが遠方から
やってくるため，形を崩さず一定の速度±cで進行する解となっている．このように一
定の形状を保って，一定の速度で移動する解を進行波解という．この解は遠方で発散す
ることにより，その形状を保っていたが，外力が加わることによって，形状はさらに保
ちやすくなる．ここでは，さまざまな分野で用いられる反応拡散系の進行波解について
考える．中でも，Allen-Cahn方程式，Fisher-KPP方程式と呼ばれる方程式をとりあげ
る．反応拡散系の進行波解は，パターン形成や侵入種の伝播などを表現する特徴的な解
と考えられ，古くから研究されてきた（[16, 31, 28, 29, 47]などを参照)．

∗この解説は，[34]および [38]をもとにしている．
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以下のような半線形熱方程式を考えよう．

ut = ∆u− f(u). (1.2)

f(u) = −u(1−u)のとき，この方程式は，Fisher-KPP方程式とよばれ，f(u) = −u(1−
u)(u− a)のとき，Nagumo方程式あるいはAllen-Cahn方程式とよばれる．代入すると
方程式は，

∂u

∂t
=

∂2u

∂x2
+ u(1− u)(u− a), 0 < a < 1, (1.3)

となっており，潜熱がない場合の相転移問題などから現れる．uは秩序変数と呼ばれるも
ので，u = 1のとき固相を表し，u = 0のとき液相を，u = aのとき無秩序状態を表して
いる．高温状態のときは無秩序状態u = aであるが，温度を下げていくに従って固相と液
相が共存するようになる．パラメーターaは通常，温度に依存する．aによって固相にな
りやすいか，液相になりやすいかが変わってくる．a = 1/2のとき液相と固相が対等な状
態となっている．uの代わりに2u−1を考えることにより，f(u) = −(u+1)(u−a)(1−u)

を考えることもある．この方が，対称性がいいので，分かりやすい場合もある．

2 最大値の原理
Protter–Weinberger [40]から最大値の原理を紹介しよう．

L[u] := −
N∑

i,j=1

ai,j(x)
∂2u

∂xi∂xj
+

N∑

i=1

bi(x)
∂u

∂xi
(2.1)

とおく．ここで，ai,j, biは，RN の領域D上で一様有界な連続関数で，

µ|ξ|2 ≤
N∑

i,j=1

ai,j(x)ξiξj ≤ µ−1|ξ|2

となる正定数 µが存在すると仮定する．

2.1 楕円型方程式の最大値の原理
Lに関して，以下の定理が成り立つ．
定理 2.1 (楕円型方程式の最大値の原理). 有界領域D上で u ∈ C2(D) ∩ C0(D)が，

L[u] + h(x)u ≤ 0

をみたすとする．
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(i) h(x) ≡ 0のとき，max
x∈D

u = max
x∈∂D

u

(ii) h(x) ≥ 0のとき，∂D上 u ≤ 0 なら，D上で u ≤ 0

最大値の原理から解の一意性もわかる．実際，Dで

−∆u = 0,

および ∂Dで u = 0をみたす関数 uを考えよう．Dが有界領域のときは，最大値の原理
が成り立つので，u ≥ 0となる．また，v = −uも同じ方程式をみたすので，−u ≥ 0と
なり，u ≡ 0が得られる．
条件 h ≥ 0は，本質的である．例えば，

−∆u− u = 0, (−π < x < π), u(±π) = 0

に最大値の原理が適用できるなら，

u ≤ 0 (−π < x < π)

となるが，この楕円型方程式の解として，

u(x) = sin x

があり，(0, π)で正となり，最大値の原理をみたしていない．
一方，領域が非有界の場合には，最大値の原理が成り立たない例を作ることができ
る．例えば，u = sin x cosh yとおくと，D = (0, π)× R上では

−∆u = 0

および，∂D上では u = 0をみたしているが，D上で u > 0となる．つまり，最大値の
原理は成り立っていない．非有界領域上での最大値の原理には，遠方ので挙動に条件が
必要となる．

定理 2.2 (Phragmèn-Lindelöfの原理). Dを非有界領域とし，D上で h(x) ≥ 0と
する．さらに

L[φ] + h(x)φ ≥ 0, lim
|x|→∞,x∈D

φ(x) = ∞

をみたす正値関数 φが存在すると仮定する．u ∈ C2(D) ∩ C0(D)が，D上で

L[u] + h(x)u ≤ 0, lim inf
A→∞

sup
φ(x)=A,x∈D

u(x)

φ(x)
≤ 0
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をみたすとき，∂D上 u ≤ 0 なら，u ≤ 0が成り立つ．

[証明] uは有界なので，M := maxx∈D |u|とする．DA := {x ∈ D | φ(x) < A}および

v := u− M

A
φ(x)

を考える．境界 ∂DAで v ≤ 0をみたし，DA上で

L[v] + h(x)v ≤ 0

も得られる．DAは有界領域なので，定理2.1を用いるとDAでv ≤ 0，つまり，u ≤ Mφ/A

が従う．x ∈ Dに対して，十分大きなAをとると，x ∈ DAかつ

u(x) ≤ M

A
φ(x)

をみたすので，A →∞とすることにより，D上 u ≤ 0が従う．

これより，D = Rnのとき，有界な解に関しては，最大値の原理が適用できることが
わかる．

補題 2.3. 有界領域BR上で定数でない関数 u ∈ C2(BR)が，

L[u] + h(x)u ≤ 0

をみたし，BR上 u(x) < 0，u(x0) = 0となる x0 ∈ ∂BRが存在するとすると，

∂u

∂ν
(x0) > 0

となる．ここで νはBRの外向き法線ベクトルである．

条件より
∂u

∂ν
(x0) ≥ 0

は明らかに従うので，等号がとれることが重要なポイントである．これを用いると強最
大値の原理を示すことができる．

定理 2.4 (楕円型方程式の強最大値の原理). 有界領域D上で u ∈ C2(D)が，

L[u] + h(x)u ≤ 0

をみたし，定数関数でないとする．
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(i) h(x) ≡ 0のとき，uはDの内部で最大値をとらない．境界でのみ最大値をとる．

(ii) h(x) ≥ 0のとき，∂D上 u ≤ 0 なら，D内では u < 0となる．

つぎに放物型方程式の最大値の原理を思い出しておく．QT := D×(0, T ), Γ := D×{t =

0}∪ ∂D× [0, T ] と表すことにする．係数は tにも依存してよく，QT で有界と仮定する．

定理 2.5 (放物型方程式の最大値の原理). 関数 u ∈ C2;1(QT ) ∩ C0(Q̄T )がQT 上で

ut + L[u] + h(x, t)u ≤ 0

をみたすとする．Γ上 u ≤ 0 なら，QT 上で u ≤ 0が成り立つ．

Dが非有界のとき，以下のような定理が成り立つ．
定理 2.6 (最大値の原理). 関数 u ∈ C2;1(QT ) ∩ C0(Q̄T )がQT 上で

ut + L[u] + h(x, t)u ≤ 0

をみたすとする．ある正数 cがあって

lim inf
R→∞

e−cR2

(
max

|x|=R,0≤t≤T,x∈D
u(x, t)

)
≤ 0

が成り立つと仮定する．このとき，Γ上 u ≤ 0 なら，QT 上で u ≤ 0が成り立つ．

2.2 最大値の原理の応用
2.2.1 優解・劣解

Lを (2.1)で与えたものとし，その係数はΩ上有界とする．

L[U ] + f(U) ≥ 0 (x ∈ Ω), U ≥ 0 (x ∈ ∂Ω)

のとき，優解といい，

L[U ] + f(U) ≤ 0 (x ∈ Ω), U ≤ 0 (x ∈ ∂Ω)

のとき，劣解と呼ばれる．また，γを十分大きく取って

γ > max
|u|≤M

|fu(u)|
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ととり，L + γが逆をもつようにしておく．

補題 2.7 (Sattinger [42]). 優解 U と劣解 U が

U(x) ≤ U(x) (x ∈ Ω)

をみたすと仮定する．

L[U ] = −f(U) (2.2)

U(x) = 0 on ∂Ω (2.3)

の解である．さらに，
U(x) ≤ U(x) ≤ U(x)

が成り立つ．

[証明] 以下のような関数列 {un(x)}n=0,1,2,... を考える．

L[un] + γun = −f(un−1) + γun−1,

un(x) = 0 on ∂Ω,

u0 = U.

まず，

U < u1 < · · · < un < un+1 < · · · < U.

をみたすことを示そう．

L[u0 − u1] + γ(u0 − u1) = L[u0] + γu0 + f(u0)− γu0 ≤ 0

u0(x)− u1(x) ≤ 0 on ∂Ω,

に最大値の原理を用いることにより，

u0 ≤ u1

が成り立つ．平均値の定理より，

L[un − un+1] = {−f ′(θun−1 + (1− θ)un) + γ} (un−1 − un),

un(x)− un+1(x) = 0 on ∂Ω,

となる θ が存在する．最大値の原理を帰納的に用いることによりun− un+1 ≤ 0が示さ
れる．un(x)は単調増大列である．
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一方，

L[un − U ] + γ(un − U) = L[un] + γun − L[U ]− γU

≤ −f(un−1) + γun−1 + f(U)− γU

≤
{
−f ′(θun−1 + (1− θ)U) + γ

}
(un−1 − U)

および境界条件

un(x)− U(x) ≤ 0 on ∂Ω,

より，帰納的に
un ≤ U

が成り立つことがわかる．従って，極限関数

U(x) = lim
n→∞

un(x)

が存在する．
Schauder 評価を用いることにより，極限関数 U(x) は滑らかであり，(2.2)–(2.3)をみ
たすことが従う．

その他の応用として，交点非増大の性質や Gidas-Ni-Nirenbergなどの結果が有名で
ある．

3 Allen-Cahn方程式の1次元進行波解
進行波解（traveling wave）とはその形状が時刻 tによらず一定で，一定速度 cで平行
移動する解のことである．つまり，u(x, t) = φ(x− ct)という形になっている．ここで
cは進行波の速度を，φはその形状を表している．変数 xの代わりに動座標 z = x − ct

を用いると，速度 cで動く座標系で解を観察していることになり，速度 cの進行波解は，
止まって見える．そのため，変換した方程式

−φzz − cφz + f(u) = 0 (3.1)

の定常解となる．

3.1 厳密解
ここでは，いわゆるHuxley解の求め方を説明していく．Allen-Cahn方程式

ut = uxx + u(1− u)(u− a) (3.2)
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の速度 cの進行波解は，
−cφ′ = φ′′ + φ(1− φ)(φ− a) (3.3)

をみたす．進行波解の存在を示すことは，(φ, c)を求める問題となる．この厳密解を探
すため，まず c = 0，a =

1

2
の場合

φ′′ + φ(1− φ)
(
φ− 1

2

)
= 0 (3.4)

を考えてみよう．さらに
φ(−∞) = 1, φ(∞) = 0 (3.5)

という条件を課そう．(3.4)の両辺に φ′をかけると

φ′′ · φ′ = −φ(1− φ)
(
φ− 1

2

)
φ′

となる．さらにこれを zで積分すると
∫

φ′′φ′dz = −
∫

φ(1− φ)
(
φ− 1

2

)
dφ (3.6)

となる．したがって (3.6)は

1

2
|φ′|2 =

1

4
φ2(φ− 1)2 + C (3.7)

となる．ここで (3.5)より，z → −∞でφ → 1，φ′ → 0なので，C = 0とわかる．φ′ ≤ 0

を考慮すると，(3.7)は，
φ′ = − 1√

2
φ(1− φ) (3.8)

と変形できる．これを変数分離法で計算し，適当に平行移動すると

φ(z) =
1

1 + e
z√
2

(3.9)

と求められる．この解の軌道は図 1のようになる．
次に (3.9)から (3.2)の進行波を作ろう．

u(x, t) = φ(x− ct)

とおく．(3.3)を変形して

−cφ′ = φ′′ + φ(1− φ)
(
φ− 1

2

)
+ φ(1− φ)

(1

2
− a

)
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図 1: a = 1/2のときの (3.2)の等高線と (3.9)の軌道

および (3.4)に注意すると
−cφ′ =

(1

2
− a

)
φ(1− φ)

となる．(3.8)より
c =

√
2
(1

2
− a

)

と計算できる．こうして a = 1
2 の場合の定常解から a -= 1

2 のときの進行波解

ψ0(x− c0t) =
1

1 + e
x−ct√

2

, c0 =
√

2
(1

2
− a

)
(3.10)

が得られた．
この方法は，[39, 10]でも用いられているように一般の関数 f に関しても拡張できる．

実際，
u′′ − f(u) = 0

が速度 c = 0の単調減少な進行波解 uがあるとすると，

u′ = −
√

2F (u)

をみたす．ここで，
F (u) :=

∫ u

0

f(s)ds

である．これを用いると

−εu′ = u′′ − f(u) + ε
√

2F (u) (3.11)

と変形でき，
ut = uxx − f(u) + ε

√
2F (u)
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は進行波解 (u, ε)をもつことがわかる．
なお，(3.2)の定常解も

u∗(x) =
6a

2(1 + a) +
√

2(2− a)(1− 2a) cosh
√

ax
(3.12)

と具体的に計算できる (図 2参照)．これは速度 c = 0のパルス型の進行波解とみなせる．
さらに，aと 1あるいは 0と aをつなぐ特殊な進行波解もPainlevéの方法を用いて具体
的に求めることができる ([30])：

ψ1(x− c1t) =
ae(1−a)x/

√
2−(1−a2)t/2 + 1

e(1−a)x/
√

2−(1−a2)t/2 + 1

(
c1 =

1 + a√
2

)
(3.13)

ψ2(x− c2t) =
a

1 + eax/
√

2−(a2/2−a)t

(
c2 =

a− 2√
2

)
. (3.14)

3.2 進行波解の構造
ここでは，Hadeler–Rothe [27]の結果を紹介しよう．0 < a ≤ 1/2の場合を考えよう．

1/2 ≤ a < 1の場合は，uを 1− uと考えることにより，0 < a ≤ 1/2に帰着できる．ま
た，c ≤ 0なら u(x− ct)の代わりに u(−x− ct)を考えると c ≥ 0となるので，c ≥ 0と
仮定して一般性を失わない．
進行波解の方程式 (3.1)は，

{
u′ = v,

v′ = −cv + f(u),
(3.15)

と 1階常微分方程式系に変形できる．平衡点 (u∗, v∗) = (0, 0), (a, 0), (1, 0)のまわりでの
線形化行列は， (

0 1

f ′(u∗) −c

)

である．これより，対応する固有値・固有ベクトルをまとめると，以下の表のように
なる．

平衡点 行列 固有値 λ 固有ベクトル(
0

0

) (
0 1

a −c

)
−c ±

√
c2 + 4a

2

(
1

λ

)

(
a

0

) (
0 1

−a(1− a) −c

)
−c ±

√
c2 − 4a(1− a)

2

(
1

λ

)

(
1

0

) (
0 1

1− a −c

)
−c ±

√
c2 + 4(1− a)

2

(
1

λ

)
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平衡点 (0, 0), (1, 0)では，正と負の固有値があり，１次元の安定多様体と不安定多様
体をもつ鞍点になっている．固有ベクトルの形から，固有値が正（負）のとき，固有関
数のベクトルの傾きが正（負）になっていることもわかる．また，平衡点 (a, 0)のまわ
りでは，

|c| < c∗ := 2
√

a(1− a)

のとき，複素固有値となり，螺旋状に回転し，c > c∗ = 2
√

a(1− a)では，2つの固有
値が共に負で結節点となる．

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

!0.2

!0.1

0.0

0.1

0.2

u

v

0.0
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0.00

0.02

0.04

0.06

(a) V (u, v)の等高線と定常解 (黄色曲線) (b) V (u, v)のグラフ (赤点は平衡点)

図 2: a = 1/3のときの (3.16)の等高線とグラフ

V (u, v) :=
1

2
v2 − F (u) (3.16)

は，
d

dx
V (u, v) = vv′ − f(u)u′ = v(−cv − f(u))− f(u)v = −cv2

となり，Lyapunov関数になっている．c > 0なら xに関して単調に減少し，c < 0なら
増加する．Allen-Cahn方程式 (3.2)の 1に収束する進行波解の軌道は，(3.15)の (1, 0)の
不安定多様体と考えられる．c = 0のとき，等高線上を動く軌道になっていることと cが
大きくなると，V は単調性に減少することに注意する．これより，c = c0 =

√
2(1/2−a)

のとき，丁度 (0, 0)と (1, 0)をつなぐ進行波解 (3.10)が存在し，0 ≤ c < c0のとき，第
3象限へ出て行ってしまい進行波解は存在せず，c0 < cのとき，(a, 0)に収束する．さ
らに，固有値の情報から，c0 < c < c∗ = 2

√
a(1− a) のとき，螺旋状に (a, 0)に近づき

(図 3)，c∗ ≤ c < c∗のとき，あるベクトルに沿って (a, 0)に近づくことがわかる (図 4)．

11



さて，単調な進行波解の最小速度を考えよう．(3.13)は，

ψ1x = − (1− a)2e(1−a)x/
√

2−(1−a2)t/2

√
2(e(1−a)x/

√
2−(1−a2)t/2 + 1)2

なので，

ψ1x

ψ1 − a
= − (1− a)2e(1−a)x/

√
2−(1−a2)t/2

√
2(e(1−a)x/

√
2−(1−a2)t/2 + 1)2

· e(1−a)x/
√

2−(1−a2)t/2 + 1

1− a

= − (1− a)e(1−a)x/
√

2−(1−a2)t/2

√
2(e(1−a)x/

√
2−(1−a2)t/2 + 1)

→ −1− a√
2

となっている．一方，c = c1 = (1 + a)/
√

2のとき，

λ± =
−c ±

√
c2 − 4a(1− a)

2

= −1− a√
2

, −
√

2a

となっている．a < 1/3のとき，

λ− = −1− a√
2

< λ+ = −
√

2a < 0

なので，進行波解 (3.13)は，固有値 λ−に対応する固有ベクトル方向に (a, 0)に漸近し
ている．つまり，より速く漸近する不変多様体にのっているので，単調な進行波解の最
小速度 c∗の解であることがわかる．また，1/3 < a < 1/2のときは，領域 {(u, v) | a ≤
u ≤ 1, g(u) ≤ v ≤ 0}を考えることにより

2
√

f ′(a) ≤ c∗ ≤ inf
g(a)=0,g′(a)>0, g(u)>0

sup
a≤u≤1

{
g′(u)− f(u)

g(u)

}
≤ sup

a<u<1

(
γ(1 + a− 2u) +

u

γ

)

と評価できる．この右辺は，γ2 ≥ 1/2のとき，最大値は u = aでとるので，

2
√

a(1− a) ≤ c∗ ≤
(

γ(1− a) +
a

γ

)

となる．γ =
√

a/(1− a)とおくと，最小値 2
√

a(1− a)をとる．つまり，1/3 ≤ a < 1/2

のときは，γ2 = a/(1− a) ≥ 1/2なので，右辺は，2
√

a(1− a)となる．こうして，

c∗ = 2
√

f ′(a)

が示された．以上をまとめると，図 5のようになる．
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(a) 振動しながら収束する進行波解の様子 (b) uv平面における解軌道

図 3: a = 0.4, c = 0.2のときの (3.2)の進行波解
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図 4: a = 0.05, c = 0.65のときの (3.2)の進行波解

図 5: (3.2)の進行波解
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4 進行波解の優解・劣解とその応用
ここでは，Allen-Cahn方程式の進行波解の優解・劣解を構成しよう．ここでの証明は，

f(±1) = 0, f ′(±1) > 0,

を仮定すれば十分である．進行波解と同じ速度で運動する動座標系 z = x− ctを導入す
ることにより，方程式 (1.2)は，

wt − cwz − wzz + f(w) = 0 (4.1)

となるので，
F[w] := wt − cwz − wzz + f(w)

とおく．

−cΦ′ − Φ′′ + f(Φ) = 0, Φ(−∞) = −1, Φ(∞) = 1, Φ′ > 0 (4.2)

をみたす速度 cの進行波解Φ(z)が存在するとする．つまり，(4.1)の定常解であり，

F[Φ] = 0

をみたしている．
補題 4.1 (Chen [9]). w±(z, t) を

w±(z, t) := Φ(z ± σδ(1− e−βt)) ± δe−βt

とおく．ある（十分大きな）σ が存在して，δ ∈ (0, δ1/2]に対してw+, w− は，それぞ
れ (4.1)の優解・劣解になる．

[証明] ξ = z ± σδ(1− e−βt)として，w±を代入して，

F[w±] = ±Φ′σδβe−βt ∓ δβe−βt − cΦ′ − Φ′′ + f(Φ ± δe−βt)

= ±δβe−βt(Φ′σ − 1)− f(Φ) + f(Φ ± δe−βt)

= ±δβe−βt
(
Φ′(ξ)σ − 1 +

1

β

∫ 1

0

f ′(Φ(ξ) ± θδe−βt)dθ
)

と変形できる．ここで，括弧内を J とおく．つまり，

J := Φ′(ξ)σ − 1 +
1

β

∫ 1

0

f ′(Φ(ξ) ± θδe−βt)dθ

が正であることを示せばよい．Φ′が正のときは，σを大きく取って，他の項を抑えるこ
とができる．Φ′が 0に近づくと，これでは抑えることができないが，そこでは，Φの値
は，±1に近いので，f ′が正になり，J が正であることが従う．
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厳密に説明していこう．十分小さな正数 δ1を

f ′(s) > 0 (−1− δ1 ≤ s ≤ −1 + δ1, 1− δ1 ≤ s ≤ 1 + δ1)

ととり，

mf := min
−1−δ1≤s≤−1+δ1, 1−δ1≤s≤1+δ1

f ′(s) > 0, (4.3)

Mf := max
−1−δ1≤s≤1+δ1

|f ′(s)| > 0, (4.4)

β0 :=
1

2
mf (4.5)

とおく．このとき，
γ1 := min

Φ−1(−1+δ1)≤ξ≤Φ−1(1−δ1)
Φ′(ξ) > 0

となる．
ξ ≤ Φ−1(−1 + δ1), Φ−1(1− δ1) ≤ ξのとき，

−1 +
mf

β0
≥ 0

をみたし，J が正となる．Φ−1(−1 + δ1) ≤ ξ ≤ Φ−1(1− δ1)のとき，

σγ1 − 1 +
Mf

β0
≥ 0

をみたすように σとると，J が正となり，w±が優解，劣解になることが従う．

補題 4.1を用いて双安定型の単調増加な進行波解Φ(x− ct)の一意性を示そう．

補題 4.2 (一意性). (4.2)の解は，Φ(· + ξ)に限る．

[証明] Φ以外に別の進行波解Ψが存在したとしよう．Φ, Ψが (4.2)をみたすとする．
十分小さな正数 δと大きな正数 ξ1, ξ2をとると，

Φ(z − ξ1)− δ ≤ Ψ(z) ≤ Φ(z + ξ2) + δ

とできる．これに補題 4.1を用いると，

Φ(z − ξ1 − σδ(1− e−βt))− δe−βt ≤ Ψ(z) ≤ Φ(z + ξ2 + σδ(1− e−βt)) + δe−βt

となる．t →∞として，

Φ(z − ξ1 − σδ) ≤ Ψ(z) ≤ Φ(z + ξ2 + σδ)

15



が得られる．これより，

ξ∗ := inf{ξ : Ψ(z) ≤ Φ(z+ξ) (z ∈ R)}, ξ∗ := sup{ξ : Ψ(z) ≥ Φ(z+ξ) (z ∈ R)}

とし，ξ∗ = ξ∗を示せば一意性が示される．
ξ∗ < ξ∗と仮定しよう．

lim
|ξ|→∞

Φ′(ξ) = 0

なので，ある正数M が存在して，

2σΦ′(ξ) ≤ 1 (|ξ| ≥ M)

とできる．ξ∗ < ξ∗なので，Ψ(z) -≡ Φ(z + ξ∗)である．また，

Ψ(z) ≤ Φ(z + ξ∗)

なので，強最大値の原理より十分小さな正数 h (< 1/(2σ))が存在し，

Ψ(z) < Φ(z + ξ∗ − 2σh) (|z + ξ∗| ≤ M + 1)

とできる．|z + ξ∗| ≥ M + 1では，

Φ(z + ξ∗ − 2σh)−Ψ(z) ≥ Φ(z + ξ∗ − 2σh)− Φ(z + ξ∗)

=

∫ 1

0

Φ′(z + ξ∗ − 2θσh)dθ · (−2σh)

≥ −h

なので，
Ψ(z) < Φ(z + ξ∗ − 2σh) + h (z ∈ R)

が従う．これに補題 4.1をもう一度用いると

Ψ(z) < Φ(z + ξ∗ − 2σh + σh(1− e−βt)) + he−βt

となり，t →∞で
Ψ(z) < Φ(z + ξ∗ − σh)

が得られる．これは，ξ∗の定義に矛盾する．つまり，ξ∗ = ξ∗が示され，一意性が得ら
れる．

この性質を用いて，大域的な漸近安定性を示すこともできる．
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5 多次元進行波解
ここでは 2次元以上の全空間における進行波解について考えよう．f(u)は，(u2 −

1)(u− a)のような (−1, a, 1だけで 0となる)関数とし，RN 上のAllen-Cahn方程式

ut = ∆u− f(u) (5.1)

を考える．方程式 (5.1)(あるいは (1.3))は，正の速度 kをもつ１次元の進行波解Φが存
在すると仮定する．つまり，Φと k > 0は (4.2)に対応する

−kΦ′ − Φ′′ + f(Φ) = 0, Φ(−∞) = −1, Φ(∞) = 1, Φ′ > 0

をみたすとする．
回転することにより，多次元進行波解の進行方向は xN 軸として一般性を失わない．

y = xN と xN 以外の成分 x ∈ RN−1 とに分けて，v(x, y − ct)という形で与えられる進
行波解を探そう．z = y − ctおよびRN−1上のラプラス作用素

∆′ :=
N−1∑

j=1

∂2

∂x2
j

と定義すると，進行波解は楕円型方程式

−cvz = ∆′v + vzz + f(v) (5.2)

の解となる．遠方での条件は

lim
z→∞

v(x, z) = 1, lim
z→−∞

v(x, z) = −1. (5.3)

である．1次元の解 Φ(z)は，(5.2)と (5.3)をみたす解であり，その等高線が超平面に
なっていることから，平面波解と呼ばれる．ここでは，平面波解以外の進行波解 vと c

の存在およびその性質について考えていこう．
まず，２次元平面 (x, y) ∈ R2で考えよう．図 1(a)のように速度 kで，右下側と左下

側から単位法線ベクトルni方向に進む２つの平面波Φ((x, y) ·ni− kt) (i = 1, 2)が角度
2αでぶつかる状況を考える．各々の平面波解は，その法線方向に速度 kで移動するの
で，y軸方向には速度 c = k/ sin αで移動することに注意しよう．これから，この２つ
の平面波は，ぶつかる場所あたりでは相互作用をして変形したとしても，遠方では，y

方向に一定速度 kで移動すると思われるので，図 1(b)のようなＶ字型進行波解が現れ
ることが予想される．より正確には，

v+(x, y) := min {Φ ((x, y) · n1 − kt) , Φ ((x, y) · n2 − kt)} (5.4)
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図 1: v+の等高線 (a)と２次元空間上の進行波解の等高線 (b)

とおくと，この関数は２つの平面進行波解の小さい方なので優解になる．この優解より
出発する解を考えてみよう．遠方では，等高線が直線なので平面波解と同じように運動
するとしてよいであろうから，y軸方向に cで進む．ここで，速度 cは kより大きいこ
とに注意する．つぎに，“角”の部分に注目してみよう．v+の等高線は “角”があるが，
拡散項の影響で “角”が取れて丸くなるであろう．等高線の “角”が取れすぎてその部分
の等高線の曲率が小さくなり過ぎると平面進行波解の速度 kに近くなるので，優解より
遅く動くことになる．一方，“角”がきついとその箇所では曲率の影響でより速度が大
きくなる効果をもたらす．こうして “角”の部分の等高線は，時間が経つと少しずつ丸
くなるが，あまり平坦になることはなく，適合する適当な形が選択されて図 1(b)のよ
うなＶ字型の進行波解に収束していくと予想される．実際，この考え方で優解・劣解を
構成すれば，進行波解の存在が示される．

定理 5.1 ([21, 22, 38, 39]). N ≥ 2のとき，任意の速度 c > k に対して，(5.2),(5.3)

の解 v(x, z)が存在する．

u = −1と u = 1を結ぶ空間１次元の双安定系の進行波解の速度は一意に決まったが，
上の結果からわかるように，多次元空間では，V字形の角度に対応して k より大きい任
意の速度をもつ進行波解が存在する．

N = 2のときは，Hamel-Monneaux-Roquejoffre [21, 22]およびNinomiya-Taniguchi

[38, 39]が証明した．N ≥ 3の場合，Hamel-Monneaux-Roquejoffre [21, 22]は進行方向
の軸を中心に回転対称な進行波解 ṽ(|x|, y− ct)の構成に成功している．空間２次元の場
合の進行波解の等高面は，直線に漸近する形状であるのに対して進行方向に回転対称な
進行波解の等高面は，回転方向の曲率が影響し遠方で直線に漸近することはない．また，
Taniguchi [44, 45]が，角錐状の進行波解の構成に成功している．このようなV字型の進
行波解は，化学反応 (Belousov-Zhabotinsky反応)などでも観察される ([35],[12])．類似の
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結果として，Fife [13], Bonnet-Hamel [7], Hamel-Nadirashvili [23, 24], Hamel-Monneau

[19]を挙げておく．

5.1 2次元のV字進行波解の構成

u(x, y, t) = w(x, y − ct, t), z = y − ct.

とおくと，方程式は，以下のように変形される．

wt − wxx − wzz − cwz + f(w) = 0, (x, z) ∈ R2, t > 0. (5.5)

w|t=0 = u0 in R2.

初期値 w(x, z, 0; u0) = u0(x, z)をみたす方程式 (5.5)の解を w(x, z, t; u0)で表すことに
する．

F[v] := −vxx − vzz − cvz + f(v) = 0 in R2. (5.6)

を考えよう．2つの平面波解Φ(k(z ± m∗x)/c)は (5.6) をみたしている．

v+(x, z) := min

{
Φ

(
k

c
(z −m∗x)

)
, Φ

(
k

c
(z + m∗x)

)}

= Φ

(
k

c
(z −m∗|x|)

)

は (5.5)の優解になる．この関数 v+(x, z)は，zに関して単調増加関数である．
v+ を初期値とする解を考え，この解が進行波解に収束することを示す．

定理 5.2 (V字進行波解の存在). 以下のような(4.1)の進行波解u(x, y, t) = v∗(x, y−ct)

が存在する：

lim
R→∞

sup
x2+z2>R2

|v∗(x, z)− v+(x, z)| = 0,

v∗(x, z) < v+(x, z).

進行波解 v∗ は，無限遠では，0に収束するような摂動に関して漸近安定である．実
際，以下が成り立つ．

定理 5.3 (安定性). 初期値 u0(x, y) は

lim
R→∞

sup
x2+y2>R2

|u0(x, y)− v+(x, y)| = 0, (5.7)
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をみたすと仮定すると，(4.1) の解 u(x, y, t; u0)は，

lim
t→∞

‖u(x, y, t; u0)− v∗(x, y − ct)‖L∞(R2) = 0

となる．

この定理から，進行波解の一意性も従うことに注意しておく．
まず，定数

κ :=
1

2
mf > 0

をとり，α1, α2 ∈ (−1, 1) を

f ′(s) ≥ κ (s < α1, s > α2)

となるように選んでおく．Φ(z) は単調増加なので，定数 A と B を

Φ(−A) = −1 +
δ1

2
, Φ(B) = 1− δ1

2
,

ととる．−A < µ < Bでは，

−1 +
δ1

2
< Φ(µ) < 1− δ1

2

となる．
まず，ϕは y = m∗|x|に指数的に漸近する凸関数とする．すると，Φは指数的に±1

に収束するため，

max {|Φ′(ζ)|, |Φ′′(ζ)|} ≤ K1 exp(−γ1|ζ|) (5.8)

をみたす．また，ϕも

|ϕ(ξ)−m∗|ξ|| + |ϕ′(ξ)−m∗| + |ϕ′′(ξ)| + |ϕ′′′(ξ)| ≤ K2 sech(γ2ξ),

K3 sech(γ2ξ) ≤
c√

1 + ϕ′(ξ)2
− k ≤ K4 sech(γ2ξ),

m∗|ξ| ≤ v(ξ),

µ− ≤ µ(ξ) ≤ µ+

をみたすような正定数 γ1, γ2, Ki (i = 1, · · · , 4) と µ±が存在する ([37])．

命題 5.4. 0 < ε ≤ ε0 and 0 < α ≤ α0(ε), に対して

v−(x, z; ε, α) := Φ

(
z − v(αx)/α√

1 + ϕ′(αx)2

)
− ε sech(γ2αx)
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が (4.1)の劣解となるような正定数 ε0 と α0(ε) が存在する．その上，

lim
R→∞

sup
x2+z2>R2

|v+(x, z)− v−(x, z; ε, α)| ≤ 2ε, (5.9)

v−(x, z; ε, α) < v+(x, z), (x, z) ∈ R2, (5.10)

(v−)z(x, z; ε, α) > 0, (x, z) ∈ R2 (5.11)

が成り立つ．

命題 5.4と補題 2.7(Sattingerの方法)により，進行波解の存在が示される．

5.2 命題 5.4の証明の概要

ξ := αx,

ζ :=
z − v(αx)/α√

1 + ϕ′(αx)2
,

σ(ξ) := ε sech(γ2ξ),

とおくと，連鎖律より，

ζx = − αϕ′ϕ′′

1 + ϕ′2
ζ − ϕ′√

1 + ϕ′2
, (5.12)

ζxx = −α2ϕ′′2 + α2ϕ′ϕ′′′

1 + ϕ′2
ζ +

3α2ϕ′2ϕ′′2

(1 + ϕ′2)2
ζ +

α(ϕ′2 − 1)ϕ′′

(1 + ϕ′2)3/2
(5.13)

となる．これより，

F[v−] = − Φ′′(ζ)

1 + ϕ′(ξ)2
− (Φ′(ζ)ζx)x −

cΦ′(ζ)√
1 + ϕ′(ξ)2

− f(Φ(ζ)− σ(ξ)) + α2σ′′(ξ)

=

(
1− 1

1 + ϕ′(ξ)2
− ζ2

x

)
Φ′′(ζ)− ζxxΦ

′(ζ) +

(
k − c√

1 + ϕ′(ξ)2

)
Φ′(ζ)

+f(Φ(ζ))− f(Φ(ζ)− σ(ξ)) + α2σ′′(ξ)

= I1 + I2 + I3 + I4
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と計算できる．ここで

I1 :=

(
1− 1

1 + ϕ′(ξ)2
− ζ2

x

)
Φ′′(ζ),

I2 := −ζxxΦ
′(ζ),

I3 := −
(

c√
1 + ϕ′2

− k

)
Φ′(ζ),

I4 := −f(Φ− σ) + f(Φ) + α2σ′′

とした．(5.12) および (5.13) より，

I1 = −α

{(
ϕ′ϕ′′

1 + ϕ′2

)2

αζ2 +
2ϕ′2ϕ′′

(1 + ϕ′2)3/2
ζ

}
Φ′′(ζ),

I2 = −α

{
−ϕ′′2 + ϕ′ϕ′′′

1 + ϕ′2
αζ +

3ϕ′2ϕ′′2

(1 + ϕ′2)2
αζ +

(ϕ′2 − 1)ϕ′′

(1 + ϕ′2)3/2

}
Φ′(ζ)

なので，0 < α ≤ 1に対して，

|I1| ≤ K5α sech(γ2ξ),

|I2| ≤ K6α sech(γ2ξ),

I3 ≤ −K3Φ
′(ζ) sech(γ2ξ) < 0,

が成り立つことがわかる．Φ′は |ζ|が大きいとき 0に近づくが，そのときは，I4が他の
項を抑えてくれる．こうして， v− は劣解となる．また，v+ − v−を評価することによ
り (5.10) も示すことができる．

この命題を用いて進行波解の一意性や大域的な漸近安定性も示すことができる．

つぎに，回転対称な進行波解があるとき，その等高面がどうなるか考えてみよう．あ
るリプシッツ連続な関数 γ(x) : Rn → Rがあって，

lim
R→∞

sup
z−γ(x)<−R

v(x, z) = −1,

lim
R→∞

inf
z−γ(x)>R

v(x, z) = 1

となる速度 cの進行波解 vが存在するとしよう．このとき，最大値の原理より，

−1 ≤ v ≤ 1, vz > 0

が従う．さらに λ ∈ (0, 1)のとき，Γλ := {(x, z)|v(x, z) = λ}上では，

inf
Γλ

|vz| > 0
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である．こうして，
lim

|x|→∞

∣∣∣∣
x

|x| · ∇γ(x)

∣∣∣∣ = cot α =

√
c2 − k2

c

が導かれる ([21])．これは，速度 cによって進行波解の形状ϕの等高面の漸近的な傾きが
決まることを意味している．また，この収束はN = 2のときは指数的であるが，N ≥ 3

のときは 1/|x|に比例し，漸近線をもたないことに注意しておく ([22])．
この角度 αによってその進行波の形状にどう変化するのかも興味深い問題である．

α < π/2では，上で見たように速度 cの進行波解になる．α = π/2では等高面はフラッ
トになり 1次元の進行波解に帰着される．α > π/2になると，曲率は速度を抑える方向
に働くため等高面はどんどん平らになり，等高線は，自己相似的に拡大する円弧のよう
に振る舞う．このような解については，文献Deckelnick-Elliott-Richardson [12]，Hamel-

Nadirashivili [24] を参照してほしい．また，αが π/2より小さいが十分近いときに，摂
動によって生じる挙動を分岐理論を用いて調べた研究 [25]もある．

6 均衡時の多次元進行波解
前節で扱ったAllen-Cahn方程式では，正の速度で伝播する平面進行波解が存在する
ので，非均衡な場合と呼ばれる．この場合には，2つの平面進行波解を用いて，多次元
進行波解の構成が可能となった．均衡しているとき，つまり

∫ 1

−1

f(u)du = 0

が成り立つときは，(5.1)の定数解 u = −1と u = 1の引き込み領域はバランスし，(5.1)

の平面進行波解の速度は 0になる．つまり定常解になっている．そのため，前節のよう
な方法では進行波解を構成は期待できない．しかし，この場合にも２次元以上の空間で
は任意の正の速度をもつ進行波解が存在する．

定理 6.1 ([10]). 均衡している場合でもN ≥ 2のとき，任意の正の速度 cに対して
(5.2),(5.3)の解 v∗が存在する．

このような解の存在証明に (3.11)を用いて，定常解を進行波解にする．つまり，任意
の εに対して

−εuz = ∆u− f(u) + ε
√

2F (u)

には，平面進行波解が存在する．そこで，定理 5.1の適用すると，任意の速度 cのＶ字
型進行波解 vεが存在する．vε(0) = 1/3となるように vεを平行移動しておくと，集合
{vε}ε>0は，楕円型方程式の Schauder評価より，ε ↓ 0のとき収束するような部分列が
とれ，収束先 v∗が，(5.1)の進行波解となることが示される（v∗(0) = 1/3なので，これ
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は自明な解ではない）．優解・劣解をうまく構成することによって遠方での条件を確か
めることができる．さらに，この進行波解の幾何学的形状について以下のようなことが
わかっている．

定理 6.2 ([10]). N ≥ 2とする．定理 6.1で構成した速度 cの進行波解を v∗とする．

Γ =
{

(x, z) ∈ Rn × R
∣∣∣ v∗(x, z) = 0

}

とおくと，
(i) N > 2 のとき，Γは，漸近的には以下のよう放物面に近づく:

lim
z→∞, (x,z)∈Γ

|x|2

2z
=

n− 1

c
.

(ii) N = 2 のとき，ある正の定数Aが存在して以下をみたす．

lim
z→∞, (x,z)∈Γ

cosh(2
√

f ′(1) x)√
f ′(1) z

=
A

c
.

この進行波解の一意性は大変興味深い問題である．実際，c = 0のときは，次の De

Giorgiの予想と関係が深い．
De Giorgiの予想 : N ≤ 8のとき，|u| ≤ 1をみたす方程式

∆u + u− u3 = 0

の xN に関して単調減少な解 uの等高面は超平面となる.

この予想に条件 (5.3)を加えた問題も議論されている ([18])．c -= 0では (5.3)を加えても
この予想は正しくなく，c = 0という条件が本質的であることを定理 6.2は意味してい
る．なお，最新の結果として，De Giorgiの予想は Savin [43]により肯定的に解かれた．
ところで，この予想の中で空間次元に関する仮定があるのは，N ≥ 9 の場合には，
超平面以外にもRN 上グラフで表される極小曲面が存在することに起因している ([6])．
N ≥ 9の場合も，[11]によって研究されている．
最後に，多次元の進行波解の研究としてシリンダー領域での進行波解については，

Gardner [17]，Berestycki-Nirenberg [5]，Heinze-Papanicolaou-Stevens[26]などを参照
してほしい．
多次元の反応拡散方程式の解の挙動は，ある極限をとると界面の運動方程式に帰着さ
れる場合が多い．上述の問題も平均曲率流と関係し，また前節の場合は外力をもつ平均
曲率流と関係が深い．外力をもつ平均曲率流の運動として，[12, 37]を，界面進行波解
の安定性の論文として [36]を挙げておく．
最後に，Allen-Cahn方程式の平面波でない進行波解として，不均衡な場合に存在する
定常解と安定な状態をつなぐ進行波解の研究もされていることを付け加えておく ([33])．
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